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В статье изучается задача Коши для двух типов параболических уравнений с 
малым параметром при старшей производной. В этих уравнениях при 
вырождении не теряются ни гладкость, ни часть граничных условий, являющиеся 
условиями возникновения явления пограничного слоя. Показано, что и в данном 
случае вдоль характеристик предельных уравнений наблюдается явление 
параболического пограничного слоя. Построена регуляризованная асимптотика 
решения любого порядка, содержащего параболический пограничный слой.  
 

В п.1 изучается уравнение  
L 1εu ≡ дt u- ε2a(x)дx

2u =f(x,t),   (x,t) ∈ Ω                       (1.А) 
а в п.2 уравнение 
L 2εu ≡ дt u- ε2a(x)дx

2u +b(x)дxu=f(x,t),   (x,t) ∈ Ω                      (1.В) 
при начальном условии 
u t=0=h(x),                                                                                  (2) 
где Ω∈Rx(0,T],R=(-∝,+∝), дх≡д/дх, ε > 0 - малый параметр. 
           Задачи будут изучаться при следующих предположениях: 

1. функции b(x),a(x),h(x) ∈ C∞(R),  f(x,t) ∈ C∞,0( Ω ); 

2. ∀x ∈R функция a(x)>0. 

Известно [2],[3], что при вырождении дифференциальных уравнений 

высокого порядка в уравнения низкого порядка, если происходит потеря части 
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граничных условий или гладкости решения, то наблюдается явление 

пограничного слоя. В работе показано, что явление пограничного слоя 

наблюдается всегда вдоль характеристики предельного (при ε→0) уравнения. 

           П.1. В данном пункте изучается задача (1.А),(2). Вырожденное (предельное 

) уравнение отвечающее уравнению (1.А), имеет характеристику х=0, поэтому 

введем регуляризующую переменную [1] 

ξ=ϕ(x)/ε , ϕ(0)=0.                             (3) 

Зависимость функции ϕ(x) только от переменной х диктуется тем, что 

коэффициент а(х) имеет такую зависимость и пограничный слой возникает вдоль 

х=0. Вид функции ϕ(x) будет определен ниже, а пока она произвольна. 

Переменная ξ вводится наряду с независимыми переменными х,t. 

        Вместо искомой функции u(x,t,ε) введем в рассмотрение расширенную 

функцию u
~

(М, ε)  (М=(x,t,ξ))   такую, что сужение посредством регуляризующей 

функции совпадало с искомой: 

u
~

(М,ε)|ξ=ϕ(x)/ε≡ u(x,t,ε).                                                        (4) 

Используя (3),(4), найдем 

                     дu/дx ≡ ( дu
~

/дx+ (ϕ′(x)/ε) дu
~

/дξ )|ξ=ϕ(x)/ε ,           

д2u/дx2≡(д2u
~

/дx2+(1/ε2) Dξu
~

 +(1/ε)Lϕu
~

)  ξ=ϕ(x)/ε, , 

Dξ  ≡ (ϕ′(x))2 д2/дξ2, 
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Lϕ≡ [2ϕ′(x)д2/(дxдξ) +ϕ′′(x)д/дξ]. 

Íà îñíîâàíèè (1.À),(2),(4) è ïîñëåäíèõ òîæäåñòâ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ 

ðàñøèðåííîé ôóíêöèè åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü çàäà÷ó: 

Tεu
~

≡дu
~

/дt-a(x) Dξ u
~

−εa(x)[Lϕu
~

+ε д2u
~

/дx2]=f(x,t),       (5) 

u
~

|t=0=h(x).       (6) 

Çàäà÷à (1.À),(2) ðåãóëÿðèçîâàíà òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 

(Tεu
~

(η, ε ))/ξ=ϕ(x)/ε≡Lεu(x,t,ε),  

которое называется необходимым условием регуляризации [1]. На элементах 

u(x,t,ε)∈D(Lε)  полученный оператор Тεu= Lεu, т.е Тε действительно является  

расширением оператора Lε. При выполнении этого условия, приближение к 

решению задачи (5),(6) после сужения будет приближением к решению исходной 

задачи (1.A),(2). 

Остановимся на предельной задаче для задачи (5),(6), в (5)  формально 

положим ε=0. Мы получим   

Ту≡ду/дt-a(x)Dξ y=f(x,t),   (x,t,ξ)∈Н, 

y(x,0)=h(x),     (7) 

где область H={(x,t,ξ): x∈R, t∈(0,T],ξ∈R}. За счет выбора регуляризующей 

функции в виде (3) снимается нерегулярная зависимость от малого параметра, 
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следующим условием выбора является то, чтобы уравнение (7) приняло 

простейший вид и решение которого отвечало структуре фундаментального 

решения [4] исходного уравнения при сужении посредством регуляризующей 

функции. Сказанное обеспечивается, если ϕ(x) выбирается как решение задачи 

a(x) (ϕ′(x))2=1, ϕ(0)=0, 

откуда найдем 

ϕ(x)= ∫
x

sa
ds

0 )(
. 

Выбор знака не влияет на процесс построения решения, поэтому нами 

выбран положительный знак. При этом, если  х∈R1= (-∝,0], то переменная 

ξ∈R1= (-∝,0], а при х∈R2=[0, +∝) переменная  ξ∈R2=[0, +∝). 

Так как задача (5),(6) регулярна по ε, то естественно определять ее решение в 

виде 

u
~

(М, ε)= ε
i=

∞

∑
0

i ui(M).                                 (8) 

Подставив (8) в (5),(6) и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях 

ε, мы получим следующие итерационные задачи:  

Т1 u0=f(x,t),  u0|t=0=h(x),    (90) 

Т1 ui= a(x)Lϕui-1+Lxui-2,  ui|t=0=0,   (9i) 



ÒÀÁÈÃÈÉ ÈËÈÌÄÅÐ ÆÓÐÍÀËÛ 98 

T1≡
2
ξ∂−∂ t . 

Ðåøåíèå ýòèõ èòåðàöèîííûõ çàäà÷ îïðåäåëÿåì â êëàññå ôóíêöèé  

ui =[(1-sign(ξ))wi1(Ì)+(1+sign(ξ)) wi2(Ì)]/2 +vi(x,t),  Ì=( x,t,ξ), (10) 

çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå (1-sign(ξ))wi1(Ì) îïèñûâàåò ëåâûé 

ïîãðàíè÷íûé ñëîé, âòîðîå ñëàãàåìîå (1+sign(ξ))wi2(Ì) îïèñûâàåò 

ïðàâûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé âäîëü õ=0.  

Ïðè i=0 ñëàãàåìûå w0j  è v0,  èç êîòîðûõ ñîñòîèò ôóíêöèÿ u0, 

îïðåäåëÿþòñÿ èç çàäà÷:  

Tw0j(M)=0,   M∈Hj={M: x∈R, t∈(0,T],ξ∈Rj}     w0j|t=0=h(x), j=1,2,  

∂tv0(x,t)=f(x,t),  (x,t) ∈Ω,     v0(x,0)=0. 

Ðåøàÿ èõ, ïîëó÷èì 

v0(x,t)= ∫
t

sxf
0

),(  ds,  

w01= h(x)[1-2 ∫
∞−

t2

exp1
ξ

π
(-v2)dv], 

w02= h(x)[1-2 ∫
+∞

t2

exp1
ξπ

(-v2)dv]. 
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∀(x,t, ξ)∈Í íåòðóäíî óñòàíîâèòü îöåíêó 

|u0(x,t,ξ) |<c[1 +exp(
t8

2

x− )].   (11) 

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèîííîé çàäà÷å, äëÿ ÷åãî 

ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü  

f1(x,t,ξj)=a(x)[ 2 ϕj′(x) h’(x)+ ϕj′′(x)h(x)]( - )
4

exp(1
2

tt

ξ

π
− )  при M∈H1, 

f1(x,t,ξj)=a(x)[ 2 ϕj′(x) h’(x)+ ϕj′′(x)h(x)] )
4

exp(1
2

tt

ξ

π
−   при M∈H2, 

òîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé w1j(x,t, ξ), v1(x,t) ïîëó÷èì çàäà÷è 

T1w1j= c1j(x) )
4

exp(1
2

tt
jξ

π
−   , w1j|t=0=0, j=1,2, 

 c1j(x)=(-1)j a(x)[ 2 ϕj′(x) h’(x)+ ϕj′′(x)h(x)] 

∂tv1(x,t)=0, v1(x,0)=0. 

Ðåøåíèÿ êîòîðûõ çàïèøóòñÿ 
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w11(x,t,ξ)=
p2

1

ñ11(x) ∫ ∫
∞−

−
−

t

ssts0

0 2

)
4

exp(
)(

1 τ
π

[exp(-
)(4

)( 2

st −
−τξ

)-exp(-

)(4
)( 2

st −
+ τξ

)]dτ ds, 

w12(x,t,ξ)=
π2
1

ñ12(x) ∫ ∫
∞

−
−

t

ssts0 0

2

)
4

exp(
)(

1 τ
π

[exp(-
)(4

)( 2

st −
−τξ

)-exp(-

)(4
)( 2

st −
+ τξ

)]dτ ds, 

v1(x,t)=0,  

Ôóíêöèÿ u1(x,t,ξ) èìååò îöåíêó âèäà (11). Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè 

vi(x,t) ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè áóäóò ðàâíû òîæäåñòâåííî íóëþ.  

Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âñå ôóíêöèé 

wij(x,t, ξj), vi(x,t), i≥0, à, ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà (8). 

Ïîñðåäñòâîì ðåãóëÿðèçóþùåé ôóíêöèé ïðîèçâåäåì ñóæåíèå n–îé 

÷àñòè÷íîé ñóììû ýòîãî ðÿäà è îáîçíà÷èì ýòó ÷àñòèòó÷íóþ ñóììó ÷åðåç 

uεn(x,t). 

Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ 

òåîðåìó. 

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) è 2). Òîãäà ñïðàâåäëèâà 

îöåíêà  
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|u(x,t,ε)- uεn(x,t)|<cnεn+1,  n=0,1,2,�, 

ãäå u(x,t,ε)-òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2), uεn(x,t)-ïîñòðîåííîå 

âûøå ñóæåíèå n-îé ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà (8), ïîñòîÿííàÿ cn>0 

íåçàâèñÿùàÿ îò ε. 

П.2. В этом пункте изучаются задачи (1.В),(2). В данном случае 

вырожденное уравнение имеет характеристику  

t=B(x),  B(x)= ∫
t

sb
ds

0 )(
 

и поэтому вводится регуляризующая переменная зависящая от разности 

B(x)-t, т.е. в виде 

ξ=ϕ(B(x)-t)/ε .  

Для расширенной функции найдем 

t∂ u≡( t∂ u
~

+(ϕ(B(x)-t)/ε)′t ξ∂ u
~

)| ξ=ϕ(x,t,ε) 

x∂ u ≡( x∂  u
~

+(ϕ(Β(x)−τ)/ε)′x ξ∂ u
~

 )| ξ=ϕ(x,t,ε) 

 д2u/дξ2≡(д2u
~

/дξ2+(1/ε2)Dξu
~

 +(1/ε)Lϕu
~

)| ξ=ϕ(x,t,ε) , 

Dξ  ≡  ((ϕϕ(Β(x)−τ))′x )2 2
ξ∂  
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Lϕ≡ [2(ϕ(B(x)-t))′x д2/(дxдξ ) +(ϕj(B(x)-t))x′′ д/дξ]. 

Поступая аналогично п.1, получим расширенную задачу 

Tεu
~

≡ t∂ u
~

-a(x) Dξ u
~

+b(x) x∂ u
~

−εa(x)[Lϕu
~

+ε д2u
~

/дx2]=f(x,t),       (2.1) 

u
~

|t=0=h(x).       (2.2) 

Отметим, что сужение решения этой задачи дает решение исходной задачи 

(1.В),(2). 

Ñëåäóÿ ï.1, ðåãóëÿðèçóþùóþ ôóíêöèþ âûáåðåì êàê ðåøåíèå 

ñëåäóþùåé çàäà÷è: 

a(x) ((ϕ(B(x)-t))′x )2 =1, ϕ(0)=0, 

откуда найдем 

ϕ(B(x)-t)= ∫
−

−

−

+

+txB

tsBa

dstsBb)(

0
1

1

))((

))((
, 

причем при  B(x) ≤ t переменная ξ∈(-∝,0], а при B(x) ≥ t переменная 

ξ∈[0, +∝).  

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1),(2.2) áóäåì îïðåäåëÿòü â âèäå ðÿäà (8), è äëÿ 

êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷èì èòåðàöèîííûå çàäà÷è àíàëîãè÷íûå (9i). Â 

äàííîì ñëó÷àå Ò1 èìååò ñëåäóþùèé âèä 
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Ò1≡ t∂ - 
2
ξ∂ +b(x) x∂ . 

Ôóíêöèþ ui áóäåì îïðåäåëÿòü â êëàññå ôóíêöèé (10). Ïåðâîå 

ñëàãàåìîå â êâàäðàòíîé ñêîáêå îïèñûâàåò ëåâûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé, à 

âòîðîå- ñëàãàåìîå ïðàâûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé âäîëü õàðàêòåðèñòèêè 

t=B(x). Óäîâëåòâîðèì ôóíêöèþ (10) íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, äëÿ ýòîãî 

âûáåðåì ñëàãàåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

w0j(x,0)= h(x), wij(õ,0,ξ)=0, j=1,2,  vi(x,0)=0, i≥ 0.  

  

Ôóíêöèÿ u0  èç (10) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (90), åñëè å¸ ñëàãàåìûå 

îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ çàäà÷:  

Tw0j=0,          w0j|t=0=h(x),j=1,2,  

ätv0(x,t)+b(x) x∂ v0= f(x,t), v0(x,0)=0     

Ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ñóùåñòâóþò è ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå  

v0(x,t)= ∫
t

0

 f(B-1(B(x)-t-s,s) ds,  

w01= h(B-1(B(x)-t)[1-2 ∫
∞−

t2

exp1
ξ

π
(-v2)dv], 
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w02= h(B-1(B(x)-t)[1-2 ∫
+∞

t2

exp1
ξπ

(-v2)dv]. 

Äàëåå, ïðîäîëæàÿ îïèñàííûé â ï.1 ïðîöåññ, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü 

âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà (8), ïðè÷åì ôóíêöèè vi(x,t) ñ íå÷åòíûìè 

èíäåêñàìè âõîäÿùèå â êîýôôèöèåíòû áóäóò ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâåäÿ 

ñóæåíèå n–îé ÷àñòè÷íîé ñóììû ýòîãî ðÿäà ïîñðåäñòâîì 

ðåãóëÿðèçóþùèõ ôóíêöèé, è â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî óñòàíîâèòü 

ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû àíàëîãè÷íîé òåîðåìå èç ï.1. 
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